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Zadanie 1. Dana jest indeksowana rodzina zbioréw (A, ,, : n,m € N) okreslona nastepu-
jaco:

a)

b)

Apm ={X CN:ne XAN|X|<m}.

Wypisz wszystkie elementy i wszystkie podzbiory zbioru Ay NP({0,1,2}).
Mamy Ags = {{0,k}: k € N}, a zatem

ApoNP({0,1,2}) = {{0,k}: k € {0,1,2}} = {{0},{0,1},{0,2}},

a zatem elementy to

e {0}, e {0,1}, e {0,2}.

Podzbioréw jest w takim razie osiem i sg to:

* 7, e {{0,2}}, e {{0},{0,1}},

e {{0}}, e {{0,1},{0,2}}, e {{0},{0,1},{0,2}}.
e {{0,1}}, e {{0},{0,2}},

o
Zmajdz zbior ﬂ A2023 -
m=1

Twierdze, ze () ._; A2023,m = {{2023}}. Rzeczywiscie,

() Azo23.m C Asozsn = {{2023}}.

m=1
Oczywiscie dla kazdego m € N, m > 1, mamy {2023} € Aypazm, bowiem 2023 € {2023}
oraz [{2023}| = 1 < m. Zatem {2023} € () _, Aa023,m, czyli inaczej mowiac {{2023}} C
mfszl A2023,m-

Rozstrzygnij, czy ﬁ G Apm = G ﬁ A

m=1n=0 n=0m=1
Tak, oba te zbiory sa rowne zbiorowi wszystkich singletonéw liczb naturalnych.

S ={{k}: k e N}.

Dowodzimy najpierw, ze (_; U,—q Anm = S. Po pierwsze zauwazmy, ze jesli A €
Moo_i Ur—o Anm, to dla kazdego m € N, m > 1 istnieje n € N, ze A € A, ,,. W szczegol-
nosci istnieje n € N, ze A € A, 1. A zatem |A| = 1, bowiem |A| < 1 oraz n € A, a zatem
A € S.7Z drugiej strony, jesli {k} € S (k € N), to dla kazdego m € N;m > 1, {k} € Ay,
bowiem |[{k}| =1 < m oraz k € {k}. Zatem dla kazdego m € N,m > 1 {k} € U~ An.m,
a wiee {k} € (M, UnZo Anm-
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Nastepnie dowodzimy, ze | J - o (Voo_; Anm = S. Zalozmy na poczatek, ze

v Uf

n=0m=1
Oznacza to, ze istnieje takie n € N, ze dla kazdego m € Nym > 1, A € A, ,,,. Ale wtedy
w szczegolnosci A € A, 1, mamy wiec, ze |A| = 1, bowiem |A] < 1 oraz n € A. Zatem
A € S. Niech teraz {k} € S (k € N). Zauwazmy ponownie, ze dla kazdego m € N;m > 1,
{k} € Ay, bowiem [{k}| = 1 < m oraz k € {k}. A zatem {k} € (_, Agm. Ale w
takim razie {k} € U _ ooy Anm-

Zadanie 2. Rozwazmy funkcje f: R? — R? okreslong wzorem

flr,y) = (zy,y) dlaz,yelR
a) Rozstrzygnij, czy funkcja f jest roznowartosciowa i czy jest surjekcja (to znaczy, czy jest
na zbior R?).
Funkcja ta nie jest réznowartosciowa, bowiem na przyktad,
f(0,0) = (0,0) = f(1,0).

Nie jest tez surjekcja, bowiem na przyklad (1,0) ¢ R;. Rzeczywiscie, zakladajac prze-
ciwnie, ze dla pewnych (z,y) zachodzi f(x,y) = (xy,y) = (1,0), dostajemy y = 0, oraz
xy = 1, co stanowi sprzecznosc.

b) Znajdz i naszkicuj obraz wzgledem funkcji f zbioru A = {(z,y) € R? : x = y}.

Mamy

fIA] = {f(z,y): (z,y) € A} = {{zy,y): v =y, z,y R} = {{y",y): y €R}.
Co na rysunku wyglada nastepujaco:

¢) Wyznacz i naszkicuj przeciwobraz wzgledem funkcji f zbioru B = {{z,y) € R? : z < y}.

B = {{z,y) € R*: f(z,y) € B} = {{z,y) € R*: (wy,y) € B} = {{z,y) € R*: zy < y}.
Zauwazmy teraz, ze zy < y zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy y(x — 1) < 0, skad mamy
y=0VvVaez=1V (y<0Axz>1) V (y>0Az<1).
Stad:
B ={{z,y) eR*: (y=0)V(r=1)V(y<0Az>1)V(y>0Az<1)}=
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=[1,00) X (—00,0] U (—00, 1] x [0, 00),

co na rysunku wyglada nastepujaco:

Zadanie 3.

a)

Udowodnij, ze jezeli zbior X C R ma te wlasnosé, ze dla dowolnych a, b € R zbior X N|a, b]
jest co najwyzej przeliczalny, to zbior X jest co najwyzej przeliczalny.

Niech X bedzie zbiorem spelniajacym warunki zadania.

Dlan € N, niech X,, = X N[—n,n]. Oczywiscie X,, jest zatem co najwyzej przeliczalny.

Mamy tez X = J, oy Xn, bowiem, jesli x € X, to z € Xj, dla k = [|z|], gdzie [a]
oznacza zaokraglenie w gore liczby a, a zatem x € |J, oy Xn. Zawieranie | J, oy Xn € X
jest natomiast oczywiste.

W takim razie X jest sumg przeliczalnej rodziny zbioréw co najwyzej przeliczalnych, a
zatem na mocy faktu z wyktadu, jest zbiorem co najwyzej przeliczalnym.
Niech X C R bedzie zbiorem nieprzeliczalnym. Udowodnij, ze istnieje nieskoniczony ciag
zbioréw nieprzeliczalnych (X, : n € N) taki, ze Xq = X, dla kazdego n € N zachodzi
Xn+1 € X, oraz

neN

Ax o
n=0

Na mocy poprzedniego zadania, istnieja a,b € R, ze zbior X N |a, b] jest nieprzeliczalny
(w szczegdlnosei jasne jest, ze wtedy b > a). Oznaczmy d = b — a.

Skonstruujemy indukeyjnie ciag (a,)nem o} taki, ze X N [an, a, + d/2""'] jest nieprze-
liczalny. Mamy a; = a.

Zaktadajac, ze znalezlismy ay, takie, ze zbior X N [ag, ax, + d/2%71] jest nieprzeliczalny,
zauwazmy, ze

XN [ak,ak + d/Qk_l] = (X N [ak,ak + d/Qk]) U (X N [ak + d/zk,ak + d/2k_1]),

Wobec tego co najmniej jeden zbiér z dwoch po prawej stronie réwnosci jest nieprzeli-
czalny. Rzeczywiscie, jesli oba bylyby co najwyzej przeliczalne, ich suma tez bytaby co
najwyzej przeliczalna, na mocy faktu z wyktadu. Zatem mozemy ustali¢ axy; = ag, jesli
X N [ay, ax + d/2¥] jest nieprzeliczalny oraz aj,, = ay + d/2F w przeciwnym przypadku.
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Zauwazmy takze, ze zbior Z = [, o oy[@n, an + d/2"71] jest zbiorem co najwyzej
jednoelementowym®. Rzeczywiscie, jesli z,y € Z, to dla kazdego n € N\ {0} |z — y| <
1/2"=1 bowiem x,y € [an, a, + d/2""1]. Wobec tego = = y.

Dla n > 0, n € N definiujemy X,, = X N [ay, a, + d/2" ']\ Z. Oczywicie skoro Z jest
zbiorem co najwyzej jednoelementowym, a X N [a,, a, + d/2"7!] jest nieprzeliczalny, to
X, tez jest nieprzeliczalny.

Bezposrednio z konstrukeji wynika rowniez, ze X, 11 C X,,. Co wiecej

NX=NXCS () (aman+d27 N2 = () lawan+d2" ' \NZ2=2\2=0g,
n=0 n=1 neN\{0} neN\{0}
a zatem skonstruowana rodzina zbioréw dowodzi tezy zadania.

Mozna zauwazy¢, ze jest zbiorem dokladnie jednoelementowym, ale nie jest to niezbedne w dalszym
rozumowaniu



